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Ïðî�åñîð ìàòåìàòèêè òà ëîãiêè ×àðëç Ëþòâèäæ Äîäæñîí (1832-1898) ñòàâ Ëüþi-

ñîì Êåððîëëîì ó 1865 ðîöi. Ñàìå òîäi âií íàïèñàâ ñëàâíîçâiñíó �Àëiñó â Êðà¨íi ×óäåñ�.

Ùîá ìàòåìàòè÷íå òîâàðèñòâî íå âèðiøèëî, íiáèòî âií çáîæåâîëiâ, ïðî�åñîð ñêëàâ ñî-

ái öiëèõ äâà ïñåâäîíiìè. Iì'ÿ Charles â ïåðåêëàäi íà ëàòèíü âèãëÿäàëî ÿê �Êàðîëóñ�.

À iì'ÿ Lutwidge áóëî ñõîæèì íà �Ëþäîâiêóñ�. ßêùî ¨õ ïîìiíÿòè ìiñöÿìè, òî îòðèìà¹-

ìî �Ëþäîâiêóñ Êàðîëóñ�. Êîëè öå âñå çíîâ ïåðåêëàñòè àíãëiéñüêîþ ìîâîþ, òî íà ñâiò

ç'ÿâèòüñÿ ïèñüìåííèê Ëüþiñ Êåððîëë!..

Ïðîéøîâ ÷àñ, i ñëàâà Ëüþiñà Êåððîëëà çíà÷íî ïåðåâåðøèëà ñëàâó ïðî�åñîðà Äî-

äæñîíà ç êîëåäæó Êðàéñò ×åð÷ â Îêñ�îðäi. Ïåðåêëàäè �Àëiñè â Êðà¨íi ×óäåñ� òà

�Àëiñè â Çàäçåðêàëëi� (1871) iñíóþòü ïîíàä 100 ðîêiâ ìàéæå íà óñiõ ñâiòîâèõ ìîâàõ. Â

òîé æå ÷àñ ïðî ìàòåìàòè÷íi ïðàöi öüîãî äîáðîãî ×àêëóíà ìè äiçíà¹ìîñÿ ëèøå çàðàç.

I òóò íà íàñ çíîâ-òàêè ÷åêàþòü äèâíi âiäêðèòòÿ.

�åîìåòðè÷íi çäîáóòêè Äîäæñîíà-Êåððîëëà íàëåæàòü øêiëüíié ãåîìåòði¨ � ãåîìå-

òði¨ Åâêëiäà. Âií íàâiòü íàïèñàâ ïðàöþ �Åâêëiä òà éîãî ñó÷àñíi ñóïåðíèêè�, â ÿêié íå

çàëèøèâ êàìåíÿ íà êàìåíi âiä ìiðêóâàíü òèõ, õòî áåç íàëåæíî¨ ïîâàãè ñòàâèâñÿ äî

òâîðó Åâêëiäà �Íà÷àëà�. Â ñâî¨é iíøié ïðàöi [1℄ Ëüþiñ Êåððîëë (áóäåìî ñàìå òàê éîãî

çâàòè) ïîðÿä ç àðè�ìåòè÷íèìè òà àëãåáðà¨÷íèìè çàäà÷àìè ñêëàâ íèçêó çàäà÷ ç òàê

çâàíî¨ ÷èñòî¨ ãåîìåòði¨. Ñåðåä íèõ � 4 çàäà÷i, ñõîæèõ çà ñâî¹þ êîíñòðóêöi¹þ. Óìîâíî

íàçâåìî öþ êîíñòðóêöiþ �Âiäðiçîê EF, ïàðàëåëüíèé äî BC�. Ïiñëÿ ðîçãëÿäó ÷îòèðüîõ

çàäà÷ Êåððîëëà (çàäà÷i Ê-1 � Ê-4) çàïðîïîíó¹ìî ñó÷àñíi iìïðîâiçàöi¨, ïîâ'ÿçàíi ç öi¹þ

êîíñòðóêöi¹þ. Áiëüøiñòü ñó÷àñíèõ çàäà÷ ¹ îëiìïiàäíèìè çàäà÷àìè ðiçíîãî ðiâíÿ (âiä

øêiëüíèõ äî Âñåóêðà¨íñüêèõ àáî Âñåðîñiéñüêèõ). Îòæå, ðîçïî÷íåìî.

Çàäà÷i Ëüþiñà Êåððîëëà

Çàäà÷à Ê-1. Â äàíîìó △ABC ïðîâåñòè EF ||BC â òàêèé ñïîñiá, ùîá BF +CE =
BC (ðèñ. 1).

1

�óñàíiâñüêèé ëiöåé, ì.Êè¨â.
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�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ïîòðiáíèé âiäðiçîê EF ïîáóäîâàíî. ßêùî íà BC âiäêëàñòè

BK = BF, òî, çðîçóìiëî, CK = CE (ðèñ. 2). Îñêiëüêè EK i FK ¹ çîâíiøíiìè áiñå-

êòðèñàìè â △AEF (äîâåäiòü), òî âíóòðiøíÿ áiñåêòðèñà êóòà A â öüîìó òðèêóòíèêó

òàêîæ ïðîõîäèòü ÷åðåç K. Îòæå,K ¹ îñíîâîþ âíóòðiøíüî¨ áiñåêòðèñè êóòà A â△ABC.

Çâiäñè âèïëèâà¹ íàñòóïíà ïîáóäîâà: ïðîâåäåìî áiñåêòðèñó AK â △ABC. Íà AB âiä-

êëàäåìî BF = BK, íà AC � âiäðiçîê CE = CK. Ç'¹äíàâøè E òà F, îòðèìà¹ìî

íåîáõiäíå.

Çàäà÷à Ê-2. Â äàíîìó △ABC ïðîâåñòè EF ||BC òàê, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü

EF = BF + CE.

�îçâ'ÿçàííÿ. Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî âiäðiçîê EF ||BC ìà¹ ïðîõîäèòè ÷åðåç iíöåíòð

I, òîáòî òî÷êó ïåðåòèíó áiñåêòðèñ △ABC. Ñïðàâäi, â òàêîìó âèïàäêó IF = BF òà

IE = CE (ðèñ. 3).

Çàäà÷à Ê-3. Â äàíîìó △ABC ïîáóäóâàòè EF ||BC òàê, ùîá 2EF = BF + CE.

�îçâ'ÿçàííÿ. Íà AB âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó P i ïðîâåäåìî ïðÿìó PN ||BC. Âiä-

êëàäåìî íà PN âiäðiçêè PQ = 1

2
BP òà NT = 1

2
CN (ðèñ. 4). ×åðåç òî÷êó D ïåðåòèíó

ïðîìåíiâ BQ i CT ïðîâåäåìî ïðÿìó ïàðàëåëüíî äî BC. Âîíà ïåðåòíå AC i AB â

øóêàíèõ òî÷êàõ E òà F âiäïîâiäíî.

Çàäà÷à Ê-4. Íà îñíîâi BC äàíîãî △ABC çíàéäiòü òàêó òî÷êó K, ùîá âiäðiçîê

EF áóâ ïàðàëåëüíèì äî BC, äå KE⊥AC i KF⊥AB.

�îçâ'ÿçàííÿ. ×åðåç âåðøèíè B i C ïðîâåäåìî ïðîìåíi, ùî âiäïîâiäíî ïåðïåíäèêó-

ëÿðíi äî AB i AC (ðèñ. 5). Íåõàé âîíè ïåðåòíóòüñÿ â òî÷öi L. Î÷åâèäíî, ùî ÷îòèðè-

êóòíèêè ACLB òà AEKF ãîìîòåòè÷íi (A � öåíòð ãîìîòåòi¨). Òîäi ïðÿìà AL ïåðåòíå

BC â øóêàíié òî÷öi K.
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Âiðèìî, ùî çàäà÷i Ëüþiñà Êåððîëëà âèêëèêàëè çàöiêàâëåíiñòü, ïðàãíåííÿ äî ¨õ

ðîçâ'ÿçàííÿ i, ìàáóòü, ïåâíi òðóäíîùi. Íåâèïàäêîâî, ùî âîíè ïîñòiéíî ñïîíóêàëè ìà-

òåìàòèêiâ äî âèãàäîê, çíàõiäîê, ñêëàäàííÿ íîâèõ çàäà÷. I îñü ùî ç öüîãî âèéøëî!..

Ñó÷àñíi iìïðîâiçàöi¨ ç êîíñòðóêöi¹þ �Âiäðiçîê EF, ïàðàëåëüíèé äî BC�

Çàäà÷à 1. Â äàíîìó△ABC ïîáóäóâàòè EF ||BC òàêèì ÷èíîì, ùîá AF = CE (ðèñ. 6).

�îçâ'ÿçàííÿ. Àíàëiç ïîêàçó¹: ÿêùî ïðîâåñòè FK||AC, òîFK = CE = AF i ∠1 =
∠2. Àëå ∠1 = ∠3 (ÿê âíóòðiøíi ðiçíîñòîðîííi), òîáòî ∠2 = ∠3 i AK ñïiâïàäà¹ ç

áiñåêòðèñîþ êóòà A â △ABC. Ïîäàëüøå î÷åâèäíî.

Çàäà÷à 2. Â äàíîìó △ABC (AC > AB) ïîáóäóâàòè EF ||BC òàêèì ÷èíîì, ùîá

EF = CE − BF.

�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé çîâíiøíÿ áiñåêòðèñà êóòà B i âíóòðiøíÿ áiñåêòðèñà êóòà C

ïåðåòíóòüñÿ â òî÷öi D (ðèñ. 7). Ïðÿìà, ÿêó ïðîâåäåíî ÷åðåç D ïàðàëåëüíî äî BC,

ïåðåòèíà¹ AC i AB ó øóêàíèõ òî÷êàõ E òà F (ïîêàæiòü ñàìîñòiéíî).

Çàäà÷à 3. Â △ABC ïðîâåäiòü EF ||BC òàê, ùîá BF + CE = l, äå l � äîâæèíà

äàíîãî âiäðiçêà.

�îçâ'ÿçàííÿ. Íà AC âiäêëàäà¹ìî CD = l i ïðîâîäèìî DL||AB (ðèñ. 8). Áiñåêòðèñà

∠CDL ïåðåòíå BC â òî÷öi K. Ïðîìiíü ç òî÷êè K, ïàðàëåëüíèé äî AB, ïåðåòíå AC â

øóêàíié òî÷öi E. Ñïðàâäi, KE = DE i KE +CE = l. Çàëèøà¹òüñÿ ïðîâåñòè EF ||BC.

Îñêiëüêè BF = KE, òî BF + CE = l.

Çàäà÷à 4. Äàíî △ABC i òî÷êó M1 � ñåðåäèíó BC. Çà äîïîìîãîþ îäíi¹¨ ëiíiéêè

ïîáóäóâàòè âiäðiçîê EF ||BC, äå E ∈ AC i F ∈ AB.
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�îçâ'ÿçàííÿ. Ç'¹äíà¹ìî A ç M1. Âiçüìåìî íà AM1 äîâiëüíó òî÷êó T òà ïîáóäó¹ìî

E, F � òî÷êè ïåðåòèíó AC ç ïðîìåíåì BT òà AB ç ïðîìåíåì CT (ðèñ. 9). Çàëèøà¹-

òüñÿ ç'¹äíàòè E òà F. Äîâåäåííÿ òîãî, ùî EF ||BC, âèïëèâà¹ ç òàê çâàíî¨ ëåìè ïðî

òðàïåöiþ: ñåðåäèíè îñíîâ, òî÷êà ïåðåòèíó äiàãîíàëåé i òî÷êà ïåðåòèíó ïðîäîâæåíü

ái÷íèõ ñòîðií òðàïåöi¨ íàëåæàòü îäíié ïðÿìié (ðèñ. 10). Äîâåäiòü ¨¨.

Çàäà÷à 5. Äàíî △ABC i òî÷êè M2 òà M3 � ñåðåäèíè AC i AB âiäïîâiäíî. Îäíi¹þ

ëiíiéêîþ íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè EF ||BC, ùîá ïðè öüîìó EF = 1

3
BC.

�îçâ'ÿçàííÿ. Âêàæåìî ëèøå ïîðÿäîê ïðîâåäåííÿ ëiíié (ðèñ. 11): 1)M2M3; 2) BM2;

3) CM3, ïðè÷îìó M = BM2 ∩ CM3; 4) AM, ïðè÷îìó T = AM ∩ M2M3; 5) BT äî

ïåðåòèíó ç AC â òî÷öi E; 6) CT äî ïåðåòèíó ç AB â òî÷öi F ; 7) EF.

Òîäi EF ||BC çà çàäà÷åþ 4 òà EF = 1

3
BC, îñêiëüêè CE : EA = 2 : 1 (äîâåäiòü

ñàìîñòiéíî).

Çàäà÷à 6. Â △ABC ïîáóäóâàòè EF ||BC òàêèì ÷èíîì, ùîá BE⊥CF (ðèñ. 12).

�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé BE ïåðåòèíà¹òüñÿ ç CF â òî÷öi T. Îñêiëüêè ∠BTC = 90◦, òî
T íàëåæèòü êîëó, ïîáóäîâàíîìó íà BC ÿê íà äiàìåòði. Ç iíøîãî áîêó, T íàëåæèòü

âiäðiçêóAM1 çà ëåìîþ ïðî òðàïåöiþ. Òàêèì ÷èíîì, T çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèíi ìåäiàíè

AM1 ç ïiâêîëîì, äëÿ ÿêîãî BC ¹ äiàìåòðîì. Ïîäàëüøå ¹ î÷åâèäíèì.

Çàäà÷à 7. Ïîáóäóâàòè EF ||BC, ùîá ç äàíî¨ òî÷êè K ∈ BC âiäðiçîê EF áóëî

âèäíî ïiä ïðÿìèì êóòîì.
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�îçâ'ÿçàííÿ. Âiçüìåìî âiäðiçîê E1F1||BC i íà íüîìó ÿê íà äiàìåòði ïîáóäó¹ìî

ïiâêîëî (ðèñ. 13). Íåõàé AK ïåðåòíå öå ïiâêîëî â äåÿêié òî÷öi D. Ç'¹äíàâøè D ç E1 òà

F1, îòðèìà¹ìî ∠E1DF1 = 90◦. Îñêiëüêè ÷îòèðèêóòíèêè AE1DF1 iAEKF ãîìîòåòè÷íi,

òî çàëèøà¹òüñÿ ïðîâåñòè KE||DE1 i KF ||DF1.

Çàäà÷à 8. Â △ABC ÷åðåç iíöåíòð I ïðîâåäåíî EF ||BC. Íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè

DN = EF (I ∈ DN) â òàêèé ñïîñiá, ùîá DN = BN + CD (ðèñ. 14).

�îçâ'ÿçàííÿ. Ç òî÷êè A ðîçõèëîì öèðêóëÿ AF ðîáèìî çàñi÷êó íà AC � îòðèìà¹ìî

òî÷êóD. Çíîâ-òàêè ç òî÷êè A ðîçõèëîì öèðêóëÿ AE ðîáèìî çàñi÷êó íà AB � çíàéäåìî

òî÷êó N. Òî÷êè D òà N øóêàíi. Ñïðàâäi, îñêiëüêè AI � áiñåêòðèñà êóòà BAC, òî

òðèêóòíèêè AID i AIF, AIE i AIN ðiâíi çà äâîìà ñòîðîíàìè òà êóòîì ìiæ íèìè.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî òî÷êè D, I,N ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié òà DN = EF = CE+BF =
CD +BN.

Çàäà÷à 9. Âñåðåäèíi äàíîãî △ABC íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè òî÷êó T, â ÿêié ïåðåòè-

íàþòüñÿ òðè ðiâíi âiäðiçêè: EF = KN = PQ, äå EF ||BC, KN ||AC i PQ||AB (ðèñ. 15).

�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé EF = KN = PQ = n, BC = a, AC = b, AB = c, ET = CK = e,

TF = QB = f i KQ = q.

Òîäi △NBK ∼ △ABC i

n
b
= q+f

a
, △PQC ∼ △ABC i

n
c
= e+q

a
.

Ñêëàâøè ëiâi òà ïðàâi ÷àñòèíè îäåðæàíèõ ðiâíÿíü, îòðèìà¹ìî

n

b
+

n

c
=

e+ q + f

a
+

q

a
= 1 +

q

a
.
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Àëå q = a− (e + f) = a− n. Îòæå, n
b
+ n

c
= 1 + a−n

a
. Çâiäñè n = 2abc

ab+bc+ac
. Öåé âiäðiçîê

ëåãêî ïîáóäóâàòè. Ñïðàâäi, n = 2ab
ab

c
+b+a

. Äàëi ðîáèìî òàêi ïîáóäîâè: âiäêëàäà¹ìî íà

BC âiäðiçîê BL = n (ðèñ.16). Ïðîìiíü ç òî÷êè L, ïàðàëåëüíèé äî AB, ïåðåòíå AC â

òî÷öi E. Ïðîâîäèìî EF ||BC. Àíàëîãi÷íî ïðîâiâøè KN ||AC i KN = n, îòðèìà¹ìî â

ïåðåòèíi ç EF øóêàíó òî÷êó T.

Çàäà÷à 10. Äàíî △ABC ç îïèñàíèì íàâêîëî íüîãî êîëîì ω. Òàêîæ âiäîìî ïîëî-

æåííÿ iíöåíòðà I öüîãî òðèêóòíèêà. Îäíi¹þ ëiíiéêîþ ïðîâåäiòü EF ||BC, äå I ∈ EF.

�îçâ'ÿçàííÿ. Ïðîâåäåìî AI, BI, CI i ïðîäîâæèìî ¨õ äî ïåðåòèíó ç ω âiäïîâiäíî â

òî÷êàõ W1; W2; W3 (ðèñ. 17). Âiäðiçîê W1W2 ïåðåòíå AC â òî÷öi D, à W1W3 ïåðåòíå

AB â òî÷öi G. Ïîêàæåìî, ùî òî÷êè D, I, G íàëåæàòü îäíié ïðÿìié i, áiëüøå òîãî,

DG ñïiâïàäà¹ ç øóêàíèì âiäðiçêîì EF. Ç'¹äíà¹ìî C ç W1. ∠1 = ∠2 = B
2
(âïèñàíi,

ñïèðàþòüñÿ íà îäíó äóãó). Àíàëîãi÷íî ∠3 = ∠4 = B
2
, îòæå ∠1 = ∠3. Äî òîãî æ, IW1 =

CW1 (öå âiäîìèé �àêò ãåîìåòði¨ òðèêóòíèêà � òàê çâàíà �òåîðåìà ïðî òðèëèñòíèê�).

Òîäi △DCW1 = △DIW1 (çà äâîìà ñòîðîíàìè òà êóòîì ìiæ íèìè), çâiäêè DC = DI

i ∠5 = ∠6. Àëå ∠6 = ∠7 = C
2
. Òàêèì ÷èíîì, ∠5 = ∠7 i DI||BC. Àíàëîãi÷íî ìîæíà

ïîêàçàòè, ùî GI||BC. �îáèìî âèñíîâîê, ùî òî÷êè D, I,G ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié i

DG ñïiâïàäà¹ ç øóêàíèì âiäðiçêîì EF.

Ïåðåä òèì, ÿê çàïðîïîíóâàòè äåêiëüêà çàäà÷ äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ, çðî-

áèìî òðè çàóâàæåííÿ.

1) Äåÿêi çàäà÷i, âêëþ÷àþ÷è é çàäà÷i Ë. Êåððîëëà, ìàþòü iíøi ñïîñîáè ðîçâ'ÿçàííÿ.

Ñïðîáóéòå çíàéòè ¨õ.

2) Â óñiõ çàäà÷àõ (êðiì çàäà÷i 12) òî÷êè E òà F íàëåæàòü ñòîðîíàì AC i AB

òðèêóòíèêà ABC, à íå ¨õ ïðîäîâæåííÿì.

3) Ñàìîñòiéíî ïðîâåäiòü äîñëiäæåííÿ â òèõ çàäà÷àõ, ÿêi òîãî âèìàãàþòü.

6



Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ

Çàäà÷à 11. Îäíèì ïðÿìîëiíiéíèì ðîçðiçîì âiäðiæòå âiä äàíîãî △ABC òðàïåöiþ

BCEF, â ÿêié ìåíøà îñíîâà äîðiâíþ¹ ñóìi ái÷íèõ ñòîðií.

Çàäà÷à 12. Íà ïðîäîâæåííÿõ AC i AB ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíî òî÷êè E òà F òàêi,

ùîá EF ||BC i äî òîãî æ âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü EF = BF + CE (ðèñ. 18).

Çàäà÷à 13. Âiäðiçàòè âiä äàíîãî ðiâíîñòîðîííüîãî △ABC òðàïåöiþ BCEF, â ÿêó

ìîæíà áóëî á âïèñàòè êîëî.

Çàäà÷à 14. Íåõàé AL1, BL2, CL3 � áiñåêòðèñè △ABC, AL1 ïåðåòèíà¹ L2L3 â

òî÷öi T. Ïðîâåäiòü ÷åðåç T âiäðiçîê EF ||BC i ïîêàæiòü, ùî 2EF = BF + CE.

Ëiòåðàòóðà.

1. Êýððîëë Ë. Èñòîðèÿ ñ óçåëêàìè. � Ì.: Ôîëèî, 2001.

2. Êýððîëë Ë. Ëîãè÷åñêàÿ èãðà. � Ì.: Íàóêà, 1991.

3. Êýððîëë Ë. Ïðèêëþ÷åíèÿ Àëèñû â ñòðàíå ÷óäåñ. � Ì.: Ïðàâäà, 1982.

4. Êóøíið I. Òðióì� øêiëüíî¨ ãåîìåòði¨. � Ê.: Íàø ×àñ, 2005.

5. Äåëîíå Á. Í., Æèòîìèðñêèé Î. Ê., Ôåòèñîâ À. È. Ñáîðíèê ãåîìåòðè÷åñêèõ çà-

äà÷. � Ì.: Ó÷ïåäãèç, 1951.

6. Ïðàñîëîâ Â.Â. Çàäà÷è ïî ïëàíèìåòðèè. � Ì.: Íàóêà, 1986.

7. Èçáðàííûå çàäà÷è Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû. �Êâàíò�,

� 3, 2003.

8. Ëåé�óðà Â. Ì. òà iíøi.Ìàòåìàòè÷íi îëiìïiàäè øêîëÿðiâ Óêðà¨íè. 1991-2000. �

Ê.: Òåõíiêà, 2003.

7


